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دهد. ايدآل را پوشش می هااست كه همه راس  Vهاي يک پادزنجير از زيرمجموعه V. يک كلاتر با مجموعه رئوس چکیده

هاي ايجملهايدآلی خالی از مربع است كه توسط تک وابسته به كلاتر  I)(مداري 
1 ki ix x شود كه در توليد می

}1آن  , , }ki i  . مجتمع سادكی يكتاي   استقلالهمچنين مجتمع  است كه( )I I  . در اين مقاله

طوري بهنشاند  مانند تر وعی در يک كلاتر بزرگهاي متنتوان به شكلرا می مانند دهيم هر كلاتر داده شده نشان می

 مداريقسمتی ايدآل تواند طوري انتخاب شود كه حلقه خارجمی ويژه كلاتر به. باشد پذيرپوسته  استقلالمجتمع  كه

 اولی باشد.مک-آن كوهن

 .استقلالاولی، مجتمع مک-پذيري، كوهنكلاتر، كلاتر پيوندي، پوسته های کلیدی:واژه

 

 نیازهاو پیش مقدمه .۱

)روي مجموعه رئوس  1يک مجتمع سادكی )V V ، هاي اي از زير مجموعهخانوادهV  است كه در شرايط زير

 د:نكنصدق می

vازاي هر به .1 V  داريم{ }v V. 

Gو  Fاگر  .2 F گاه آنG. 

                                                             
1 Simplicial complex 
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. مجموعه ندناممی 3وارهوجهت رابطه شمول را حت  بيشينهاي و وجه ندگوي از  2را يک وجه Fهر عنصر  

)را معمولا با   هاي وارهوجه )  1. اگر نددهنمايش می( ) { , , }mF F    نويسيم میطور خلاصه به

1, , mF F    . هر وجه  4بعدF  را به صورتdim | | 1F F  كه در آن  شودتعريف می| |F  تعداد عناصر

F  است و بعد مجتمع سادكی  كه باdim  كنيم:صورت زير تعريف میبهرا  شودداده مینمايش 

 .dim max{dim : }F F   

ض  مجتمع سادكی  مجتمع سادكی  هاي آن برابر باشد.وارهوجهاگر بعد همه  گويند  5را مح

( ) { : | | 1}i F F i       راi -6اسكلت    تمع زيرمج .ندگويمی   را يک زيرمجتمع القايی   گويند

)كه  Fهرگاه به ازاي هر  )F V  داشته باشيمF. 

}1روي مجموعه رئوس  مجتمع سادكی يک ميدان باشد و  د فرض كني  , , }nvV v  ازاي . بهباشدداده شده

}1تهی ناهر زيرمجموعه  , , }k VF i i   كنيم تعريف می
1 kF i ix xx  1دهيم میو قرار x. صورت در اين

  كنيم:میصورت زير تعريف نمايش داده و به Iرا با   7ررايزنِ-نلیستَايدآل اِ

 .( : )FI F  x 

]را به صورت  رايزنر -همچنين حلقه استنلی ]: /S I  1كنيم كه در آن  تعريف می[ , , ]nxS x  حلقه

dimلازم به ذكر است كه  است. ها روي  ايچندجمله [ ] 1 dim     كه در آنdim [ ] حلقه  8بعد كرول

 .را ببينيد( [٥.١.٤، قضيه ٣]) است رايزنر -استنلی

هاي آن وارهوجههرگاه يک ترتيب كلی روي  ندگويپذير را پوسته مجتمع سادكی  .(9پذیرتعریف )مجتمع پوسته

1به شكل  2 rF F F   ازاي هر به طوري كهموجود باشد به, ,2i r   1مجتمع سادكی 1, , i iF F F   

dimيک مجتمع سادكی محض از بعد  1iF  از  10اي. هر چنين ترتيبی را يک ترتيب پوستهباشد .به سادگی  گويند

1شود كه میديده  2 rF F F    اي از يک ترتيب پوسته  ازاي هر است اگر و تنها اگر  بهj iF F عنصر ،

i jx F F  وk iF F كه  طوريموجود باشند به{ }i kF xF . 

                                                             
2 Face 
3 Facet 
4 Dimension 
5 Pure 
6 i-skeleton 
7 Stanley-Reisner 
8 Krull dimension 
9 Shellable 
10 Shelling order 
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جا كه در اين مقاله توليد از آن .[۹]كامل است -NPهاي سادكی در حالت كلی يک مساله پذيري مجتمعپوسته بررسی

هايی هاي سادكی نكتهدهيم در زير درباره اهميت چنين مجتمعپذير را مورد بررسی قرار میهاي سادكی پوستهمجتمع

 شويم.را يادآور می

پذير هم در تركيبيات و هم در اي سادكی پوستههمجتمع پذیر:ای سادکی پوستههمجتمع کاربردهایی از

شود كه يک اثبات میبه اين پذيري منجر نظر تركيبياتی مفهوم پوستهكنند. از نقطهنقش مهمی ايفا میجبرجابجايی 

دست بياوريم. اگر بهدر بعد دلخواه  11پوانكاره-استقرايی براي فرمول اويلر
if  تعدادi-از بعد  12هاي يک چندوجهیوجه

d  1را نشان دهد )كه در آن 1df f   ،)كند كهپوانكاره بيان می-فرمول اويلر گاهآن 

.
1

( 1) 1
i

i

i

d

f


  

كشف شد. سپس فرمول اويلر  3هاي از بعد براي چندوجهی 1752از لحاظ تاريخی اين فرمول توسط اويلر در سال 

براي  ( تعميم داده شد. با اين وجود اولين اثبات درست از اين فرمول توسط پوانكاره ارائه شد.1852) 13لیلافْتوسط شِ

كه داراي برخی  1893اين منظور، پوانكاره متوسل به مبانی توپولوژي جبري شد و پس از ارائه اثبات اوليه در سال 

از كه اي هاي استقرايی اوليهثباتاولين اثبات صحيح از اين فرمول را بيان كرد. ا 1899اشكالات بود، در نهايت در سال 

بر اين واقعيت استوار است كه مرز هر   ،1852ئه شده توسط شلافلی در سال راويژه اثبات ابه، بيان شدند اين فرمول

گويند. میاي صورت استقرايی در كنار هم قرار داد كه امروزه آن را ترتيب پوستهبهبه شكل خوبی توان میچندوجهی را 

 1970در سال  15نیو مَ 14رسِگِورپذير است بعدها توسط بِچندوجهی پوسته ركه مجتمع مرزي هدر عين حال، اثبات اين

بيان شد كه همان اثبات مربوط به  16نمولِکپذيري توسط مَكاربرد قابل توجه و برجسته پوسته بيان شد و خيلی زود

به اين وجهی منجر يک چند 18پذيري مجتمع مرزيدر هر حال، پوسته باشد.میها براي چندوجهی “17قضيه كران بالا”

 از 7پوانكاره بيان كنيم )مراجعه شود به فصل -براي فرمول اويلررا هاي استقرايی ترين اثباته يكی از روشنكشود می

 (.[۸]  مرجع

-نپذير، كوهِاي سادكی محض و پوستههرايزنر مجتمع-ست كه حلقه استنلیاين نكته قابل توجه انظر جبري از نقطه

داراي  ،ايیهرايزنر چنين مجتمع-نلیاست ، دوگان ايدآل20دوگان الكساندر است و در نتيجه با توجه به مفهوم 19لیوْاُکمَ

                                                             
11 Euler-Poincaré 
12 Polytope 
13 Schläfli 
14 Bruggesser 
15 Mani 
16 McMullen 
17 Upper bound theorem 
18 Boundary complex 
19 Cohen-Macaulay 
20 Alexander dual 
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 ،در جبر جابجايیپذيري اهميت مفهوم پوستهدرک براي ( هستند.  22)و در نتيجه تحليل خطی 21هاي خطیخارج قسمت

پذيري يک ابزار ساده اما پوسته»بيان شده است  [١٤] نلیتكنيم. در كتاب اسمیلی بسنده نبه كتاب برجسته است

كه به طور معمول لی وامک-اي سادكی كوهنهلی است و تقريبا همه مجتمعوامک-قدرتمند براي اثبات خاصيت كوهن

اي هناورداهاي جبري متناظر با مجتمعاز  برخیعلاوه به پذير هستند.پوسته شوند در حقيقتدر جبرجابجايی ظاهر می

تري شرح داده طور روشنبهكه شوند يا اينتر محاسبه مین راحتپذير بودلی در حالت پوستهوامک-سادكی كوهن

 «شوند.می

 . يعنی اگر [۲] اندتشكيل شدهها از كره 23ايخوشهاز در واقع پذير هاي سادكی پوستهنظر هندسی، مجتمعاز نقطه

طور بهتعدادي كره است. اي( )گوه 24یارز با ضرب وجهم طور هموتوپیبه گاه آن ،پذير باشدپوسته يک مجتمع سادكی

 داريم: تردقيق

 .dim j

j

F

F

  

نامتناهی و نسبتا بزرگ از پذير كه در بالا ذكر شد، در اين مقاله دو خانواده هاي سادكی پوستهبا توجه به اهميت مجتمع

هاي سادكی به كنند. شيوه ساخت اين مجتمعپذيري صدق میكنيم كه در ويژگی پوستههاي سادكی معرفی میمجتمع

هاي مناسب به هاي جديد و وجهاين صورت است كه با يک مجتمع سادكی دلخواه شروع كرده و با اضافه كردن راس

 باشد.پذير نيز میمع اوليه را به طور القايی در بر دارد و علاوه بر آن پوستهرسيم كه مجتمجتمع سادكی جديدي می

پذير هاي سادكی پوستهد ساختار مجتمعندهنشان می ،دارنددر كنار كاربردهاي متنوعی كه  هاي سادكیچنين مجتمع

پذير يا هاي سادكی پوستهبه اين معنا كه خانواده مجتمع تواند بسيار پيچيده باشداولی میمک-تر كوهنو در حالت كلی

 .توانند در حالت كلی هر مجتمع سادكی دلخواهی را به عنوان زيرمجتمع سادكی القايی داشته باشنداولی میمک-كوهن

تر بزرگگراف  استقلالمجتمع يک گراف باشد و  25استقلالدر حالت خاصی كه مجتمع سادكی اوليه مجتمع اين مساله 

صدق  يا شرايط جبري ديگر لی بودنوامک-كوهن ،پذيرييا توپولوژيكی مانند پوستههاي تركيبياتی ر خاصيتجديد د

 مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. [١٣، ١۲، ١١، ٧، ٥، ٤، ١] مراجع مقالات متعددي از جمله كند در

 

 پذیرهای سادکی پوستهتولید مجتمع .2

                                                             
21 Linear quotient 
22 Linear resolution 
23 Bouquets 
24 Wedge product 
25 Independence complex 



پورع.ا. یزدان وم. فرخی   5 

 

 

 تربه يک مجتمع سادكی بزرگ مانند در اين بخش، دو روش متفاوت براي گسترش يک مجتمع سادكی داده شده 

در روش  .در بر داشته باشد 26عنوان زيرمجتمع القايیبهرا  بوده و  پذيرپوسته كه طوري بهكنيم ارايه می  مانند

كه به  است و مجتمع سادكی  مانند دلخواه  27يكنواخت-dيک كلاتر  استقلالمجتمع  اول مجتمع سادكی 

. (١)قضيه  خواهد بود يكنواخت-dيک كلاتر  استقلالخود مجتمع  ،شودتعريف می از  28ايخوشه كمک يک افراز

 تواند هر مجتمع سادكی دلخواهی باشدمی بوده و لذا  مانند  دلخواه 29يک كلاتر استقلالمجتمع  در روش دوم 

كند نقش يک خوشه را بازي می ، افرازي كه در آن هر راس اي دلخواه از به جاي يک افراز خوشه اما در تعريف 

هاي خيلی خاص بر هم تتنها در حال ذكر شدهدهد كه دو روش نشان می ٣گزاره  .(۲)قضيه  شود یدر نظر گرفته م

 منطبق هستند.

)روي مجموعه رئوس  منظور از يک كلاتر  )V Vهاي اي از زيرمجموعه، خانوادهV  است كه اولا V   و

1ازاي هر ثانيا به 2,e e   داشته باشيم
1 2e e.  هر عنصرe را   كلاترگوييم و می 30را يک مدارd- يكنواخت

نمايش داده و  I)(را با   31يک كلاتر باشد ايدآل مداري اگر  راس داشته باشد. dگوييم هرگاه هر مدار آن می

 كنيم:صورت زير تعريف میبه

 .)( ) ( :eI e x 

خانواده  .eداشته باشيم  eازاي هر گوييم هرگاه به در  32مستقلرا يک مجموعه  Vزير مجموعه 

نمايش  ناميم و با می   استقلالاست كه آن را مجتمع  يک مجتمع سادكی  هاي مستقل درهمه مجموعه

)شود كه سادگی ديده میبهدهيم. می )I I .  يک كلاتر  استقلالدرنتيجه، هر مجتمع سادكی در واقع مجتمع

 است.

 فرض كنيدشوند. ها در يک كلاتر يكنواخت تعريف میكليدي دارد. خوشه ینقش 33كلاتر پيوندي، مفهوم خوشهدر تعريف 

Fيک زيرمجموعه  . باشد Vيكنواخت روي مجموعه رئوس -dيک كلاتر   V  گوييم اگر می را يک خوشه در

| |F d ازاي هر زيرمجموعه بهكه يا اينd- تايیe  ازF داشته باشيم ،e. 

,1و  باشد Vروي مجموعه رئوس يكنواخت -dيک كلاتر  دفرض كني .)کلاتر پیوندی( تعریف ,A A  يک افراز

,1ازاي هر بهاست.  در تهی( نايک خوشه )نه لزوما iAكه در آن هر  باشد Vاز مجموعه  , i   فرض كنيم ،iB

                                                             
26 Induced subcomplex 
27 d-uniform clutter 
28 Clique partition 
29 Clutter 
30 Circuit 
31 Circuit ideal 
32 Independent set 
33 Clique 
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iBتهی باشد كه متناهی نايک مجموعه  V   ازاي هر بهوi j ،i jB B  كلاتر .d-1 يكنواخت

1

, ,

, ,

B B

A A







 

 كنيم:میصورت زير تعريف بهرا 

 1

1

, ,

, ,
1
{ : | | }

B B

A A i i
i

e A B e d









 
    
 
  

1كلاتر 

1

, ,

, ,

B B

A A







,1نسبت به افراز  را كلاتر پيوندي   ,A A 1هاي از رئوس و مجموعه, ,B B ناميم.می 

}1رئوس روي مجموعه يكنواخت - dيک كلاتر  دفرض كني .۱ قضیه , , }nvV v   1باشد و

1

, ,

, ,

B B

A A







   كلاتر

,1نسبت به افراز  پيوندي  ,A A 1هاي از رئوس و مجموعه, ,B B 1ازاي هر باشد كه در آن به, , i   

|داشته باشيم  | 1iB d .  فرض كنيم
    استقلالمجتمع  صورتدر اين .باشد 

1)  پذير از بعد يک مجتمع سادكی محض و پوسته( ) 11d   ؛است 

]حلقه  (2 ] لی از بعد وامک-كوهن( 1)d  .است 

فرض كنيم  برهان.   ازاي هر به .باشد  استقلالمجتمعF  هاي وارهوجهيک بلوک از  شرح به را

 سازيم:زير می

|، فرض كنيم Fازاي به |F

i iFa A  .10صورت در اين F

ia d   زيرا ،F  يک مجموعه مستقل در 

,1ازاي  به است. , i   1,، فرض كنيم ,
, , F

i

F F

i i k
GG  هاي زيرمجموعهiB   باشند كه

,| | 1F F

i i ja G d  .  چون

| | 1iB d توان ، می
,

F

i jG  را با اين خاصيت انتخاب كرد. در حقيقت داريم( 2 )

,1 ,
. ,

F
i

F
i

d aF F

i ii k
G G B

 
     .  اكنون

 شود:صورت زير تعريف میبهگيريم كه میرا در نظر Fهاي متناظر با بلوكی از مجموعه

 
1 1, , 1, ,

F F

j j j jH F G G
      

,1ازاي هر  بهكه در آن  , p   1}، داريم, , }F

p pj k .  1ازاي هر كه به كنيدتوجه, , i     داريم

,| | 1
i

F F

i j iG d a  . بنابراين 

 

 
1 , ,

1

1

| | | | 1

| | ( 1)

( 1) .

F F

j j i

i

F

i

i

H F d a

F d a

d

















   

   

 



 

 شكلبه  از  وارهوجهكنيم هر ادعا می
1 , ,

F

j jH


 . Fاست كه در آن  

هاي ابتدا توجه كنيد كه بنابر تعريف هر يک از مجموعه .اثبات ادعا
1 , ,

F

j jH


است،  در  يک مجموعه مستقل بيشين 

 يعنی
1 , , ( )F

j jH


 . ازاي هر عنصر دهيم بهنشان می در ادامهG  عنصر ،F 1هاي و انديس, ,j j 

كه  هستندموجود 
1 , ,

F

j jG H
. رض كنيم فG   كنيممیداده شده باشد. تعريف: 
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,

i i

i i

F V

a F A i

G B

G

G i







  

  







 

,1ازاي هر به است و  مستقل در  هيک مجموع Fاست، پس  يک مجموعه مستقل در  Gچون  , i  ، 

|داريم | 1i id aG    .1} لذا, , }F

i ij k   موجود است كه
, i

F

i i jGG . بنابراين داريم 

 
1 1

1 1, , , , .
p p p pr r

F F F

r j r j j jG F G G F G G H          

)يک مجتمع سادكی محض از بعد  ايم مجتمع سادكی چه تاكنون بيان كردهبا توجه به آن ) 11d   .است  

,1ازاي هر به , i   1,، فرض كنيم ,{ , , }
ii i i sy yB   را روي . ترتيب زير,i jy گيريم:ها در نظر می 

(1) 
1 21,1 1,2 1, 2,1 2, ,1 , .

rs s sy y y y y y y           

 كنيم:میاعمال  هاي وارهوجهپذير است، ترتيب زير را روي پوسته كه اكنون براي اثبات اين 

هستند، يكسان كه داراي بعد  هايی از كنيم. براي وجهها مرتب میرا بر حسب بعد آن هاي وجهابتدا 

1ها را بر حسب ترتيب نآ nv v    كنيم. حال متناظر با هر وجه  میمرتبF بلوک متناظر با ،F 

 كنيم.می( مرتب ١را مطابق با ترتيب داده شده در رابطه )

پذير است. فرض كنيم  پوسته دهيم مطابق با ترتيب بالا، مجتمع سادكی نشان می
1 1, , , ,r r

F F

j j j jH H


   دو حالت .

 گيريم:زير را در نظر می

Fحالت اول:  F .  دهيم میدر اين حالت قرارmin{ : }p p pj j j j
  و 

 
, , , , ,

, , , , ,

min{ : },

min{ : }.

F F

j j j j

F F

j j j j

y y G y G

y y G y G

 

 

     

     



 

  

  
 

توجه داريم كه چون 
1 , , r

F

j jH 
و   

1 , , r

F

j jH  
,هستند پس تعداد عناصر  هاي وارهوجه  

F

jG
   و,

F

jG
    .برابر هستند

y,بنابراين عناصر   و,y     علاوه داريم صورت فوق موجودند و بهبهتعريف شده, ,y y     در نتيجه .

1 1, , , , ,r r

F F

j j j jy H H      فرض كنيم . 
1 , , , ,{ } { }

r

F

j jH H y y      وضوح بهصورت . در اينH   يک

كند كه میاست و شيوه ترتيب ما ايجاب   از  وارهوجه
1 , , r

F

j jH H   داريم ديگر . از طرف
1 , , ,{ }

r

F

j jH H y   

. 

Fحالت دوم:  F .  عنصرx F F گيريم. واضح است كه را در نظر می
1 1, , , ,r r

F F

j j j jx H H


  علاوه . به

{1, , }i     موجود است كهix F A صورت عنصر. در اين , ii i jB Gy  دهيمقرار می .را در نظر بگيريد 

  
11, , ,{ } { } .

i rj i j r jH F x G G y G  
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كند كه میاست و شيوه ترتيب ما ايجاب   از  وارهوجهيک   Hواضح است كه 
1 , , r

F

j jH H


 داريم علاوه . به

1 , , { }
r

F

j jH H x  . 

پذير است. قسمت دوم گزاره از اين واقعيت يک مجتمع سادكی محض و پوسته ايم با توجه به آنچه تاكنون ثابت كرده

  .[٥.١.١٣، قضيه 3] لی استوامک-پذير، كوهنشود كه هر مجتمع سادكی محض و پوستهمینتيجه 

◾ 

[ را ٤] 37و نِيگلِ 36[، كوک١۰و ديگران ] 35یهيب [،١٦و  ١٥] 34هاي خاص برخی از نتايج ويلاريالدر حالت قضيه بالا

 كنيم.ها اشاره میدهد كه در مثال زير به آنپوشش می

  .۱ مثال

)فرض كنيم  .1 , )G V E  1يک گراف باشد كه در آن{ , , }nvV v  وG  گرافی باشد كه با استفاده از

G آمده باشد:دست صورت زير بهبه 

1{ , , },

( ) { : 1, , .

( )

}

n

i i

V w w

E G E v

G V

w i n

 





  




 

]كه حلقه  دهدمینشان   [۲.۲، گزاره ٥1]ال يلاريو ]G  ٦1]  . سپس ويلاريال درلی استوامک-كوهن ،

ز ويلاريال حالت ا اين دو نتيجهواضح است كه پذير است. پوسته Gكه در واقع  دهدمینشان  [٥.٤.١۰گزاره 

 است. ١قضيه خاصی از 

)فرض كنيم  .2 , )G V E  با تعميمی از نتيجه ويلاريال،   [١.١، قضيه ١۰]يک گراف باشد. هيبی و ديگران

و چسباندن يک گراف كامل به هر  Gكه با استفاده از گراف  Gگراف  استقلالمجتمع  كه دهندمینشان 

پذير و در نتيجه محض و پوسته Gاست. بنابراين 38راسی پذيرمحض و تجزيهآيد میدست به Gراس از 

 است. ١حالت خاصی از قضيه  اخير نيزنتيجه   .[٥.١.١٣، قضيه 3] لی استوامک-كوهن

)فرض كنيم  .3 , )G V E  1 ويک گراف باشد rV W W   هاي اي از راسيک افراز خوشهG  باشد

صورت زير به Gگرافی باشد كه با استفاده از گراف  Gاست. فرض كنيم  Gيک خوشه در  iWهر  يعنی

 دست آمده باشد:به

1

1

{ , , },

( ) .

( )

{ : }

r

r

i j j i
i

V

y

G V y

E G E w Ww

y





 

 
 



 
 


 

                                                             
34 Villarreal 
35 Hibi 
36 Cook II 
37 Nagel 
38 Vertex-decomposable 
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محض و   Gگراف  استقلالكه مجتمع  دهندمینشان  [٣.٥و نتيجه  ٣.٣، قضيه 4] در گل يكوک و ن

 پذير راسی است . بنابراينتجزيه
G  قضيه 3] لی استوامک-پذير و در نتيجه كوهنمحض و پوسته ،

 برايگل ياز قضيه كوک و ن بيانی ١در واقع قضيه   است. ١نتيجه اخير نيز حالت خاصی از قضيه   .[٥.١.١٣

 ها است.ابرگراف

مورد بررسی   [2، گزاره 11] در  Gگراف  39در اين مثال لزوما خوشه نباشند، ايدآل يالی ها iWدر حالتی كه 

)araو نشان داده شده است كه  هقرار گرفت ) bight( )I I كه در آن ،( )I I G  ايدآل يالیG  ،است

ara( )I 40رتبه حسابی I  وbight( )I هاي اول وابسته ايدآل هايارتفاع بيشينهI .است 

 

}1مجموعه رئوس  بايک كلاتر  فرض كنيد  .۲ قضیه , , }nV v v  ازاي هر باشد. به, ,1i n  ،im  مجموعه

1,و متناهی تهی نا ,, ,
ii i mB B  كه طوري بهرا در نظر بگيريدV  و,i jB فرض كنيد دو جدا از هم هستند. ها دوبه

, 1 ,1{ }i j i n j mi
B    

   آيد:دست میبهصورت زير به كلاتري باشد كه با استفاده از كلاتر 

 ,1 ,
1

{ }, , { } .{ }
i

n

i i i m i
i

B v B v


       
 

 

اگر 
   گاهآن 

,پذير از بعد پوسته مجتمع سادكی  (1

1 1

| | 1
imn

i j

i j

B
 

 است؛ 

]حلقه  (2 ] ازاي هر لی است اگر و تنها اگر بهوامک-كوهن, ,1i n  1، داشته باشيمim . 

فرض كنيم  كنيم.پيروي می 1يش مشابه با برهان قضيه ب و براي بيان اثبات اين قضيه، از برهانی كم برهان. 

 سازيم:را به شرح زير می هاي وارهوجهيک بلوک از  Fازاي هر به .باشد  استقلالمجتمع 

,ازاي  بهدر ابتدا فرض كنيم   ,1i n   و, ,1 ij m    مجموعه,i jB به صورت ,( )(1)

, , ,{ , , }i jt

i j i j i jB y y   داده شده

 دهيمقرار می Fازاي  به باشد. سپس

  

 

 

,
1

,1 ,

( )

, , ,
1

,  ,

, ,

{ } : 1 ,  .

{ }

{ }

{ }

i

F
i

i
j

m

m

i j i
j

F F

i i k

i j i j j i j i
j

B x F

G G

B y t x F












  


   






  

                                                             
39 Edge ideal 
40 Arithmetic rank 
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 كنيم:صورت زير تعريف میبهرا  Fمتناظر با  يهابلوكی از مجموعه درنهايت

 
1 1, , 1, ,:

n n

F F F

j j j n jH F G G     

,ازاي هر كه در آن به ,1i n   1}داريم, , }F

i ij k . از  وارهوجهكنيم هر ادعا می  شكلبه 
1 , , n

F

j jH 
است كه  

 . Fدر آن 

هاي ابتدا توجه كنيد كه بنابر تعريف هر يک از مجموعه .اثبات ادعا
1 , , n

F

j jH 
است،  در  يک مجموعه مستقل بيشين 

 يعنی
1 , , ( )

n

F

j jH 
 . ازاي هر عنصر دهيم بهدر ادامه نشان میG  عنصر ،F 1هاي و انديس, , nj j 

كه  هستندموجود 
1 , , n

F

j jG H .  فرض كنيمG   كنيممیداده شده باشد. تعريف: 

 
1

, ,

,
1

: { , , },

: , 1, , , 1, , ,

: 1, , .,
i

n

i j i j i

m

i i j
j

F G v v

G G B i n j m

G G i n


  

     

  

 

,صورت در اين ,i j i jG B  و چونG  يک مجموعه مستقل در شود كه است، نتيجه میF  يک مجموعه مستقل

1علاوه اگر . بهFيعنی  است در  i n  اي باشد كهگونهبهix F ، ازاي هر بهگاه آن, ,1 ij m  داريم 

, ,i j i jG B.  بنابراين شيوه ساخت ما از
,

F

i jG ازاي هر كند كه بهها ايجاب می, ,1i n  1}، عنصر, , }F

i ij k 

كه  طوريموجود است به
, i

F

i i jGG . :درنتيجه داريم 

 
11

1 1, , , , .
n n

F F F

n j n j j jG F G G F G G H          

)روي را ترتيب زير  )

,

k

i jy گيريم:ها در نظر می   

(2) 

1,1,1 1,2 1

1 1

,,1 ,2

( )( ) ( )(1) (2) (1) (1)

1,1 1,1 1,1 1,2 1,2 1, 1,

( )( ) ( )(1) (2) (1) (1)

,1 ,1 ,1 ,2 ,2 , , .

m

n mn n n

n n

tt t

m m

tt t

n n n n n n m n m

y y y y y y y

y y y y y y y

          

         
 

 :گيريمدر نظر می هاي وارهوجهترتيب زير را روي  پذير است،پوسته كه براي اثبات اين

هستند، يكسان كه داراي بعد  هايی از كنيم. براي وجهها مرتب میرا بر حسب بعد آن هاي ابتدا وجه

1ها را بر حسب ترتيب نآ nv v    كنيم. حال متناظر با هر وجه  میمرتبF بلوک متناظر با ،F 

 كنيم.میمرتب  (2ابق با ترتيب داده شده در رابطه )را مط

پذير است. فرض كنيم  پوسته دهيم مطابق با ترتيب بالا، مجتمع سادكی نشان می
1 1, , , ,n n

F F

j j j jH H


   حالت . دو

 گيريم:زير را در نظر می

F حالت اول: F .  دهيم میدر اين حالت قرارmin{ : }p p pj j j j
  و 
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( ) ( ) ( )

, , , , ,

( ) ( ) ( )

, , , , ,

min{ : },

min{ : }.

c F c F

j j j j j

c F c F

j j j j j

y y G y G

y y G y G

    

    



    



    



   



  

  
 

توجه داريم كه با توجه به ساختار 
1 , , n

F

j jH 
و  

1 , , n

F

j jH  
هر دو مجموعه  ،

,

F

jG
  و

,

F

jG
   داراي تعداد عناصر يكسان

)هستند. بنابراين دو عنصر  )

, jy




 و( )

, jy








  علاوه داريم بهو  هستند صورت فوق موجودبهتعريف شده( ) ( )

, ,j jy y
 

 

 



  و

همچنين
1 1

( )

, , , , ,n n

F F

j j j j jy H H








    فرض كنيم . 
1

( ) ( )

, , , ,{ } { }
n

F

j j j jH H y y
 

 

    وضوح بهصورت . در اين

H   از  وارهوجهيک  كند كه میاست و شيوه ترتيب ما ايجاب
1 , , n

F

j jH H   از طرفی داريم .

1

( )

, , ,{ }
n

F

j j jH H y








   . 

Fحالت دوم:  F  .  در اين حالت عنصرiv F F صورت واضح است كه گيريم. در اينرا در نظر می

1 1, , , ,n n

F F

i j j j jv H H


   شيوه ساخت ما از .
1 , , n

F

j jH


 
كند كه ايجاب می  ( )

, , ,
1

{ }
i

j

i

m

i j i j i j
j

G B y





  كه در آن

,1 j i jt فرض كنيم . 

 
 

 

1

1

1

( )( )

1, , ,1 , ,

1, , ,
1

{ } { , , }

{ } .

mi

i i n

i

n

i j i j i i m n j

m

i j i j n j
j

H F v G G y y G

F v G B G


  

 


       

 
       

 

 

كند كه میاست و شيوه ترتيب ما ايجاب   از  وارهوجهيک   Hواضح است كه 
1 , , r

F

j jH H


 علاوه  داريم. به

1 , , { }
n

F

j j iH H x  . 

 پذير است.يک مجتمع سادكی پوسته ايم چه تاكنون ثابت كردهتوجه به آنبا 

 وارهوجهازاي هر به
1 , , ( )

n

F

j jH 
  داريم: 

 

1 1, , 1, ,

, ,

, 1, ,1

1

1 1

1

|

| | | | (| | )

| .

| | | | | | |

| | |

n n

i i

i i

i

F F F

j j j n j

i j i j i

x F x F

mn

i j

i j

m m

j j

F G GH

F B B

H

m

B



 





 

 

   

 

 

   



  

,دهد كه رابطه فوق نشان می

1 1

dim | | 1
imn

i j

i j

B
 

   كه مجتمع سادكی و اين ازاي محض است اگر و تنها اگر به

,هر  ,1i n   1داشته باشيمim . 

محض   ،[٥.١.٥، قضيه 3] گاه طبق لی باشد، آنوامک-كوهن اگرتوجه كنيد كه از قضيه  2براي اثبات قسمت 

,ازاي هر است و بنابراين با توجه به مطالب بالا به ,1i n  1 داريمim . ازاي هر عكس، اگر بههب, ,1i n   داشته

1imباشيم   ايم چه ثابت كردهگاه با توجه به آنآن پذير است و بنابراين كوهنيک مجتمع سادكی محض و پوسته-

 .[٥.١.١٣، قضيه 3] لی استوامک
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◾ 

. از شيوه است هاي سادكی بيان شدهمجتمع 41یوارهوجه با تعبير ايدآل [٦]ايدآل مداري كلاترها در مرجع  تبصره.

,ازاي هر كه در آن به ۲قضيه  شكلشود كه كلاترهاي به نتيجه می [۸.۲، قضيه 6]اثبات  ,1i n   داشته باشيم

1im نتيجه 11]علاوه در شود. بهنتيجه می ۲لی هستند. بديهی است كه اين موضوع بلافاصله از قضيه وامک-، كوهن ،

)داده شده است كه براي ايدآل مداري  نمورد بررسی قرار گرفته و نشا ۲قضيه شكل كلاترهاي به   [1 )I I  از اين

)araتساوي  ،كلاترها ) bight( )I I .برقرار است 

دست آمده است. واضح به Gاز يک گراف دلخواه  ١اول مثال  گرافی باشد كه مطابق با قسمت Gفرض كنيد  .2مثال 

 پذير است.يک مجتمع سادكی محض و پوسته Gدهد كه نتيجه می ۲است كه قضيه 

درگزاره شوند. هاي خاصی منجر به نتيجه واحدي میدر حالت ۲و  ١هاي دهد قضيهكه مثال فوق نشان می گونههمان

بر دقيقا   ۲و  ١هاي هاي معرفی شده در قضيهكلاتر تحت چه شرايطیدهيم نشان میاين موضوع را بررسی كرده و زير 

  شوند.هم منطبق می

:(هرگاه نگاشت دوسويی  گويند 42را يكريخت و  دو كلاتر كنيم كه آوري میياد (( )f V V   موجود باشد

) مجموعه طوري كه به ازاي هربه )e V  داشته باشيمe  اگر و تنها اگر( )f e  .نويسيم در اين حالت می

 . همچنين دو راس,u v  هرگاه مدار  ندگوي 43را مجاور از يک كلاترe  موجود باشد كه,u v e. ازاي به

]، زيركلاتر القايی هاي كلاتر از راس Wزيرمجموعه  ]W  كنيم:را به صورت زير تعريف می از 

[ ] { : }.W F F W   

باشد. فرض كنيد راس  nبا يک كلاتر دلخواه  و  راس nبا  يكنواخت-dيک كلاتر   فرض كنيد . ۳گزاره 

1

1

, ,

, ,

B B

A A






  يک كلاترd- و  ١تعريف شده در قضيه  يكنواخت وابسته به
, 1 ,1{ }i j i n j mi

B    
  وابسته  يک كلاتر

، nاگر و تنها اگر  صورت در اين باشد. ۲تعريف شده در قضيه  به    و 

,ازاي هر به (1 ,1i n  داشته باشيم ،| | 1iA   و| | 1iB d ؛ 

,ازاي هر به (2 ,1i n  1، داشته باشيمim   و
,1 | 1| iB d . 

ازاي بنابراي بهيكنواخت هستند. -dنيز كلاترهايی   و در نتيجه  صورت . در اينفرض كنيد  برهان.

1هر  ni    1و ij m   داريم, | 1| i jB d  .فرض كنيد X  وX  و  هايی از به ترتيب مجموعه همه راس

  1باشند كه تنها در يک مدار قرار دارند. بنابر تعريفX B B    1,1و , nn mB BX   بر اين  . علاوه

                                                             
41 Facet ideal 
42 Isomorphic 
43 Adjacent 
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ixراس  B   متعلق بهX   است اگر و تنها اگر| | 1iA    و| | 1iB d  حال  فرض كنيد .Y   وY    به ترتيب

)هايی از مجموعه همه راس )V X  و( )V X   باشند كه با راسی ازX  وX   و  در .مجاور باشند 

توان ديد سادگی میبه
1Y A A    و( )Y V   همچنين راس .iy A  متعلق بهY  است اگر و تنها اگر

| | 1iA    و| | 1iB d  و   . از يكريختی  1شود نتيجه میX B B     1وY A A   لذا .

n  ازاي هر و به, ,1i n  داريم ،| | 1iA   و| | 1iB d  از طرف ديگر اگر .{ , }1,i n  اي باشد كه گونهبه

1im ، نامجاور گاه دو عنصرآن 
,1iu B  و

,2iv B  ازX   با عنصر يكسانی ازY   در  مجاورند در حالی كه

ازاي هر دهد بهمجاور نيستند. اين موضوع نشان می  در   Yعنصر يكسانی از  اب  Xهيچ دو عنصر نامجاوري از 

{ , }1,i n    1داريمim  لازم به ذكر است كه .[ ]Y   و[ ]Y   . جايی كه از آنY   وY    تحت

 عكس گزاره واضح است.. شود در تناظر با هم هستند نتيجه می و  يكريختی بين 

◾ 
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